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RESUMEN

En esta investigacion presentamos un analisis sobre la comple-
jidad lingtistica y matematica a proposito del planteamiento
de problemas matematicos de 34 participantes (10 estudiantes
de bachillerato, 15 profesores de matematicas de bachillerato
en formacion y 9 profesores de matematicas de bachillerato
en servicio), al enfrentar una tarea de invencion de problema
aritmético tipo historia. Se analizé su complejidad linglistica-
sintactica mediante el uso de proposiciones de asignacion, rela-
cionales y condicionales, asi como su complejidad matematica
mediante sus relaciones estructurales semanticas subyacentes.
Encontramos que la invencién de problemas con una com-
plejidad semantica y sintictica alta es escasa, principalmente
en los profesores en servicio, quienes presentan un esquema
de problemas mas organizados, en contraste con profesores
en formacién, quienes proponen un mayor nimero de proble-
mas con un elevado nivel de complejidad, pero presentando
una serie de problemas poco organizados. En el caso de los
estudiantes, hasta 75% de sus propuestas son de la menor
complejidad, tanto sintictica como semantica. Se destaca la
similitud entre los tipos de problemas propuestos por los tres
grupos estudiados. Asimismo, discutimos acerca de las venta-
jas de proponer actividades de invencién de problemas en el
aula de nivel medio superior y superior, principalmente en la
formacion de profesores.

Palabras clave: planteamiento de problemas, complejidad de
problemas matematicos.

ABSTRACT

In this research we present an analysis about the linguistic and
mathematical complexity of problem posing by 34 participants
(10 high school students, 15 high school math pre-service
teachers and 9 high school math service teachers) when facing
a task of invention of a history-type arithmetic problem. Its
syntactic linguistic complexity was analyzed using assignment,
relational and conditional propositions, and its mathematical
complexity through its underlying semantic structural relation-
ships. We found that the invention of problems with high
semantic and syntactic complexity is scarce, mainly in service
teachers, who present a more organized scheme of problems, in
contrast to pre-service teachers who propose a greater number
of problems with a higher level of complexity but presenting
a series of poortly organized problems. In the case of students,
up to 75% of their proposals are of the least complexity, both
syntactic and semantic. The similarity between the types of
problems proposed by the three groups studied is highlighted.
We also discussed about the advantages of proposing activities
for the invention of problems in the upper-middle and upper-
level classroom, mainly in teachers training;

Keywords: problem posing, complexity of mathematical prob-
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INTRODUCCION

En las clases de matematicas, en todos los niveles de escolaridad en todos los paises
del mundo, se puede observar a los estudiantes resolviendo problemas. La calidad y
autenticidad de estos problemas matematicos ha sido objeto de muchas discusiones
y debates en los ultimos afios. Gran parte de este enfoque ha resultado en una colec-
cion rica y con mayor diversidad de problemas incorporados a los planes de estudio
de matematicas escolares. Aunque los problemas en s{ mismos han recibido mucho
escrutinio, se ha prestado menor atencion acerca de la diversificacion de las fuentes
de los problemas. Asi, a los estudiantes casi siempre se les limita a que resuelvan los
problemas propuestos por un maestro o un libro de texto (Silver, 1994); en contras-
te, rara vez tienen la oportunidad de concebir de alguna manera publica sus propios
problemas matematicos.

La investigacion en educacion matematica considera que trabajar con problemas
es imprescindible para que el individuo construya significativamente su conocimien-
to, sin embargo, mas alla de obtener la solucién correcta de dichos problemas, un
ambito importante en la educaciéon matematica de los estudiantes y profesores es
la invencion en si misma de estos. Se advierte que cuando un sujeto inventa o crea
un problema, esta alcanzando un mayor nivel de razonamiento que hace posible la
construccion del conocimiento matematico (Clements, 1999). “Hace mas de 50 afios,
Einstein e Insfield (1938) escribieron que la invencién de un problema es a menudo
mas esencial que su solucién, que puede ser simplemente una cuestion de destreza
matematica o experimental” (Clements, 1999, p. 34).

La invencion de problemas matematicos consiste en identificar, crear y redactar un

problema en forma colectiva o individual, a partir de una situacion inicial identificada
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o creada por el individuo que lo formula (Ayllon y Gomez, 2014). Algunos estudios
ponen de manifiesto que la invenciéon de problemas tiene una incidencia positiva en el
desarrollo de la creatividad de quien los inventa; asimismo, concluyen que existe una
relacion positiva entre la habilidad para proponer problemas, el grado de creatividad
y el talento matematico. También se ha observado que este tipo de actividades abre
la posibilidad a desarrollar un mayor nivel de compromiso, curiosidad y entusiasmo
durante la clase, asi como una mayor responsabilidad de parte del estudiante en la
construccion de su conocimiento (Rodriguez, Garcfa y Lozano, 2015).

Desde el punto de vista de la ensefianza, la invencién de problemas puede cua-
lificarse como una parte fundamental del trabajo docente desde dos perspectivas; la
primera es la invencion de problemas para los estudiantes, mientras que la segunda se
relaciona con el desarrollo de la competencia de los alumnos para inventar problemas
(Crespo, 2003; Olson y Knott, 2013). Habria que agregar también que la invencién de
problemas es una técnica efectiva en la mejora de las actitudes hacia el aprendizaje de
las matematicas, reduciendo su ansiedad y motivando incluso a aquellos estudiantes que
tienen poco conocimiento sobre esta asignatura (Akay y Boz, 2010). El conocimiento
de los maestros sobre el pensamiento de los estudiantes tiene un impacto sustancial
en la instruccién de su clase; en consecuencia, en el aprendizaje de los estudiantes.

Aunque el interés actual a propésito de inventar problemas matematicos puede
verse como una nueva faceta de un interés de larga data en la resolucién de problemas
matematicos, se conoce mucho menos acerca de los siguientes aspectos: procesos
cognitivos involucrados cuando los solucionadores generan sus propios problemas;
estrategias de instruccién que pueden promover efectivamente la presentacion pro-
ductiva de problemas; niveles de complejidad de los problemas que tanto estudiantes
como profesores inventan, asi como de las intervenciones que permitan a estudiantes
y profesores inventar problemas de complejidad aceptable.

Aunado alo anterior, pensamos que es importante conocer el nivel de complejidad
de los problemas que inventan tanto profesores en formacién y en servicio como
estudiantes ante un tipo de actividad de invencién de problemas. Para la cuestion
utilizaremos la actividad de invencioén de problema aritmético tipo historia propuesta
port Silver y Cai (1996), la cual ha sido utilizada en otros estudios con profesores en
formacion y en servicio, asi como en estudiantes de nivel secundaria, ademas de pre-
sentar un buen nivel de complejidad para ser propuesto con profesores y estudiantes
de nivel medio superior. Asi, el objetivo principal del estudio que se informa aqui fue
utilizar un esquema analitico para examinar el nivel de complejidad de los problemas
que plantean los estudiantes, profesores en formacion y profesores en servicio de
bachillerato. En lo particular, el esquema utilizado emplea un analisis semantico, que
a su vez proporciona las bases para un examen de la naturaleza y la complejidad de

los problemas planteados por los participantes.
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Pregunta de investigacion

¢Cuales son los niveles de complejidad de los problemas matematicos propuestos ante
una actividad de invencién de problemas, en estudiantes, profesores en formacion y

profesores en servicio de bachillerato?

LA INVENCION DE PROBLEMAS MATEMATICOS EN ESTUDIANTES
Y PROFESORES (EN SERVICIO Y EN FORMACION)

Para Cai y Hwang (2019), el planteamiento de problemas matematicos (MPP, por su
sigla en inglés) en la educacion de la materia, se refiere a varios tipos de actividades
relacionadas que implican o apoyan a maestros y estudiantes, que a su vez formulan
o reformulan y expresan un problema o tarea en funcién de un contexto particular
(al que nos referimos como el contexto del problema o situacion problematica). Para
los estudiantes, define MPP como las siguientes actividades intelectuales especificas: (a)
los estudiantes plantean problemas matematicos basados en situaciones problematicas
dadas que pueden incluir expresiones o diagramas matematicos, y (b) los estudiantes
plantean problemas al cambiar, es decir, reformulando, problemas existentes. Para
los maestros, define MPP como las siguientes actividades intelectuales especificas:
(a) los maestros mismos plantean problemas matematicos basados en situaciones
problematicas dadas que pueden incluir expresiones o diagramas matematicos; (b)
los maestros predicen los tipos de problemas que los estudiantes pueden plantear en
situaciones problematicas dadas; (c) los maestros plantean problemas cambiando los
problemas existentes; (d) los maestros generan situaciones de planteamiento de pro-
blemas matematicos para que los estudiantes planteen problemas, y (e) los maestros
plantean problemas matematicos para que los estudiantes resuelvan.

Ellerton (1986) encontré que las producciones de los alumnos muestran no
solo su comprension y nivel de desarrollo de conceptos, sino también su percepcion
sobre la naturaleza de las matematicas y su actitud hacia esta disciplina. Asimismo,
estas producciones permiten al profesor observar patrones en el aprendizaje y en el
pensamiento matematico de los estudiantes; ante esto, algunos investigadores y edu-
cadores se han interesado en estudiar la invencion de problemas y emplearla como
una herramienta para evaluar el aprendizaje de conocimientos matematicos de los
estudiantes (Silver y Cai, 2005).

En cuanto a la complejidad, la investigacion revela que los estudiantes de di-
ferentes edades tienden a construir problemas familiares de un solo paso, es decir,
problemas que invitan a una respuesta rapida y precisa, as{ como reformulan los pro-
blemas existentes en formas que reducen en lugar de profundizar en las matematicas
involucradas o requeridas por el problema (Crespo, 2003; Crespo y Sinclair 2008;
Gonzales, 1994; Silver y Cai, 1990). Por su parte, Silver y Cai (1996) encontraron que
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en la invencién de problemas con condiciones estructuradas, los profesores de su
estudio plantearon problemas significativamente mas complejos que en condiciones
de invencién libre. En contraste, cuando se les pide que generen un problema ma-
tematico, tanto los profesores en servicio como profesores en formacién generan
problemas que son predecibles, poco exigentes, mal formulados e insolubles; incluso
cuando los maestros tienen acceso a planes de estudio basados en estandares, ellos
tienden a transformar problemas potencialmente ricos y valiosos en formas que
reducen su demanda cognitiva (Crespo, 2003, 2008).

Crespo (2003), en una intervenciéon con profesores en formacion y en servicio,
encontrd que, de manera previa, los profesores consideraban, al inventar un problema,
que este fuese facil de resolver y que resultara familiar para el estudiante, asi como que
suelen proponer problemas sin un ejercicio reflexivo previo; esto ultimo implica una
tendencia a elegir problemas sin explorar o comprender completamente su potencial
matematico y pedagdgico. Finalmente, Crespo concluye que el tipo de problemas
propuestos por estos profesores es semejante a las propuestas de estudiantes de se-
cundaria reportadas en Silver y Cai (19906); esto sucede especialmente en el caso de
los maestros en formacion, pues la distincion entre la presentacion problematica de
los estudiantes y la presentacién problematica de los maestros a menudo es confusa.
Por otro lado, cuando se solicita a los maestros que piensen y planteen los problemas
que esperan de sus alumnos ante una situacion dada, las predicciones de los maestros
sirven para propotrcionar una ventana a la capacidad de ellos mismos para comprender
el pensamiento matematico de los estudiantes a través de la invenciéon de problemas
(Cai y Hwang, 2019; Xu, Cai, Liu y Hwang, 2020).

MARCO TEORICO

Tipos de situaciones para formular problemas

La invencion de problemas es la actividad de estudio que consiste en identificar, crear,
narrar y redactar un problema matematico, en forma colectiva o individual, a partir
de una situacién inicial identificada o creada por la o las personas que la realizan
(Rodriguez, Garcia y Lozano, 2015). Se identifican tres formas a proposito de las
cuales se podrian formular problemas:

1) Situacion libre: en la cual el participante no tiene restricciones para la inven-
cion.

2) Situacion semiestructurada: en la cual se les propone a los participantes que
planteen enunciados con base en alguna experiencia, o en contextos expre-
sados mediante ilustraciones o de forma textual.

3) Situaciones estructuradas: son aquellas en las que se reformulan los problemas

dados o se cambia la condicion del mismo.
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Tipos de complejidad del mpp

El objetivo de esta investigacion se centra en la complejidad de los problemas plantea-
dos por los estudiantes y profesores en una actividad de invenciéon de problemas, en
una situacion semiestructurada. La complejidad la estudiamos a través de dos tipos:
complejidad lingtistica-sintactica y complejidad matematico-semantica.

La complejidad relacionada con respuestas lingtifsticas o sintacticas se refiere al
uso de proposiciones de asignacion, relacionales o condicionales. Este tipo de analisis
de complejidad es factible tanto para problemas matematicos que tienen solucion,
como para los que no la tienen. Una proposicién de asignacion es aquella que se basa
en la informacién ya proporcionada en la historia aritmética, respecto de la cual se
plantearan las preguntas matematicas; una proposicion relacional es aquella que surge
cuando se comparan dos cuestiones presentadas; por ultimo, la proposicién condi-
cional se presenta cuando se cambia o varfan los datos dados en la historia aritmética.

En la complejidad matematico-semantica, utilizamos las siguientes relaciones
estructurales semanticas: replantear, comparar, agrupar, variar y cambiar. Este analisis
de complejidad es factible solamente para problemas matematicos resolubles; por el
contrario, si un problema matematico puede responderse directamente a partir de
la informacion proporcionada, se deduce que involucra cero relaciones semanticas.

Ahora bien, especificamente una relaciéon de replanteamiento es aquella en que
se pide determinar un valor que no es directamente proporcionado por la tarea; una
relacion comparativa, como su nombre lo indica, es aquella que implica la comparacion
de dos valores juntos; una relacién de agrupacion combina dos valores similares juntos;
una relacién de variacion altera las condiciones de la tarea; una relacién de cambio,
modifica o agrega informaciéon que permite encontrar valores no considerados en la
tarea (ver ejemplos en tabla 1).

En cuanto al nivel de complejidad, los problemas que involucran un mayor
namero de relaciones semanticas se consideran semanticamente mas complejos que
aquellos problemas que involucran menos relaciones. Asi, una relaciéon estructural
semantica de cambio se considerara mas compleja que las cuatro anteriores, mientras
que una de variacion lo sera mas que las tres anteriores; por consiguiente, la relacion

calificada como menos compleja es la de replanteamiento.

METODOLOGIA

Participantes y contexto

Se obtuvieron datos de 34 personas divididas en tres grupos: el primer grupo se
integra de 10 estudiantes y estd compuesto por cinco hombres y cinco mujeres, con

una edad promedio de 17 afos, que cursaban el tercer afio del nivel medio superior
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en una institucién rural en el estado de Guerrero, México. El segundo grupo se in-
tegra por 15 profesores de matematicas en formacion, cuya intencioén profesional es
la docencia en nivel medio superior, y esta conformado por seis hombres y nueve
mujeres de entre 19 y 24 afios, quienes cursaban el segundo (3), cuarto (5), sexto (6)
y octavo semestre (1) de la licenciatura en Matematica Educativa en una universidad
publica del estado de Guerrero. El dltimo grupo se integré por 9 profesores en
servicio, con edad promedio de 37 afios y con un promedio de 8 afios de servicio;
todos eran hombres y laboraban en nivel medio superior, en distintos planteles del
estado de Guerrero.

Todos los participantes acudieron voluntariamente a un taller de invencién de
problemas impartido gratuitamente por los autores del articulo. Cada grupo recibio,

port separado, un taller.

Recoleccion de los datos

Elinstrumento para la recoleccion de los datos consistio en una actividad de invencion
de problemas que formaba parte de un taller. Como situacién detonante, se utilizo
una situaciéon semiestructurada (figura 1), en la cual se propone a los participantes
que planteen enunciados problematicos con base en una historia aritmética dada.
El taller se impartié en diversos grupos y si bien sufrié adaptaciones en cada
caso (estudiantes de bachillerato, profesores en formacion y profesores en servicio),
tuvo una duracion de 12 horas distribuidas en 4 sesiones. Cada taller consistia en 7
actividades de invencién de problemas de distintos tipos, 4 repetidas; reportamos
una de ellas en este documento (figura 1). En cuanto a la estructura del taller, esta
constaba de dos fases. En una primera fase, se hizo una introduccién a la invencion
de problemas, asi como se discuti6 acerca de las caracteristicas que consideraban in-
dispensables para la formulacion de este. En una segunda fase, se les presentaron las
actividades de invencion de problemas; en particular, la actividad que aqui se reporta
se presento y se resolvio en un promedio de 30 minutos. Cada participante entregod

su actividad con la mayor cantidad de preguntas que considero.

Escribe todas laS preguntas diferentes que consideres se pueden responder a partir de fa
siguiente informacion,

1. Gerbnimo, Elliot y Arturo se turnaron para conducir a casa después de un viaje.
Arturo condujo 80 kilémetros més que Elliot. Elliot condujo el doble de kilometros
que Gerdnimo. Gmmmo condujo 50 kilometros.

Figura 1. Tarea de problem posing tomada de Silver y Cai (1996).
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La tarea se extrajo de Silver y Cai (1996), con adaptaciones al espafol. La intencién
de proponerla fue observar el tipo de problemas planteados por los estudiantes, pro-
fesores en formacion y en servicio de bachillerato. Es importante tener en cuenta que
el nucleo de la tarea, es decir, la informacion presentada a los participantes a partir de
la cual debian problematizar, contenia dos proposiciones de asignacion —“Gerénimo,
Elliot y Arturo se turnaban para regresar a casa de un viaje” y “Gerénimo condujo
50 millas”— y dos proposiciones relacionales —“Arturo condujo 80 kilémetros mas
que Elliot” y “Elliot condujo el doble de kilémetros que Gerénimo”—. Por lo tanto,
el nacleo de la tarea era complejo desde una perspectiva lingtistica.

La actividad ha sido utilizada en estudios con profesores en formacion y en
servicio, asi como con estudiantes de nivel secundaria, obteniendo resultados seme-
jantes en cada grupo. En el contexto de esta investigacion, se decidié reportar con
profesores y estudiantes de nivel medio superior, ya que valoramos que tiene un buen
nivel de complejidad. Asi, tener informacién de los tres grupos (todos dirigidos a
nivel medio superior) nos permitira observar los niveles de los tipos de problemas

propuestos en cada grupo en circunstancias semejantes.

Analisis de datos

El proceso de analisis de datos sigui6 las fases que se muestran en la figura 2.

\
r F—-%
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- )
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B | B
b |6 i
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: ilica] e Enunciado
L \ i J
|
1
B |
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L
[
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semantico u sintactico 'J

Figura 2. Resumen de los pasos del analisis de los datos.

Fuente: elaboracion propia.
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En primer lugar, las preguntas planteadas tanto por estudiantes y profesores
se categorizaron como preguntas matematicas, preguntas no matematicas o enun-
ciados. Por lo tanto, fue posible considerar las preguntas generadas por estudiantes
y profesores como problemas y analizarlas. Asi, se consideraron como preguntas
matematicas cuando se toman junto a la informacién dada en el nicleo de la tarea y
pueden resolverse mediante operaciones.

El siguiente paso consistio en clasificar los problemas matematicos como solucio-
nables o no solucionables. Asi, se consider6 que los problemas no podian resolverse
si carecian de informacion suficiente o si presentaban un objetivo incompatible con
la informacién dada: por ejemplo, a la figura 3 se le consideré como un problema
que no se podia resolver, puesto que la informacion sobre las velocidades no se pro-

potciond en la tarea ni fue proporcionada por el participante.

CQuien Naoaela Moy  €€5.4 de el

Figura 3. Problema matematico no solucionable generado por un estudiante.

El dltimo paso en el proceso de codificacion consistié en examinar la comple-
jidad de los problemas planteados. Un tipo de complejidad estaba relacionado con
las estructuras lingiifsticas o sintacticas integradas en los problemas tipo historia
aritmética planteados. Como ejemplos de estas estructuras tenemos: una propuesta
de asignacion es la pregunta “;Cuantos kilémetros condujo Elliot?”. Una propuesta
relacional es la declaracién Y si Gerénimo condujo 100 kilémetros, scuantos con-
dujo Arturo?”. Una propuesta condicional es la pregunta “Si Gerénimo recorrié 50
kilémetros en 30 minutos, scuanto tiempo tarda Arturo en recorrer sus kilometros
a la misma velocidad?”. Por lo tanto, la presencia de proposiciones condicionales o
relacionales puede tomarse como una indicaciéon de la complejidad del problema
(Silver y Cai, 1990).

Enseguida, todos los problemas matematicamente solucionables se sometieron
a un analisis de categoria semantica utilizando un esquema de clasificaciéon de pro-
blemas aritméticos. Esta clasificacion se llevé a cabo en funcion de sus relaciones
estructurales semanticas subyacentes, utilizando las categorias: replantear, comparar,
agrupar, variar y cambiar. Ejemplos de estas relaciones se presentan en la tabla 1.

Asi, por ejemplo, la pregunta “sCuantos kilémetros condujo Elliot?” es una
pregunta con una estructura lingiiistica de asignacion y que expresa una relacién

estructural semantica de replanteamiento, considerandose poco compleja.
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Tabla 1. Descripcién y ejemplos de las relaciones estructurales.

Relaciéon Descripcion Ejemplo

Ninguna  Preguntas cuya respuesta se da en la informacion ¢Cuantos kilémetros mas que Elliot condujo

declarada en la tarea Arturo?

Replantear Determina un valor que no esta declarado directamente en la tarea, ¢Cudntos kilémetros condujo Elliot?

pero la informacién necesatia para hacetlo esta contenida en él

Comparar  Compara dos valores juntos; la respuesta no estd declarada en la ¢Cuantos kilometros mas que Gerénimo
tarea, pero la informacion necesaria esta contenida en ¢l manejé Arturo?

Agrupar Combina dos valores similares juntos; la respuesta no esta declarada ¢Cudntas kilémetros recorrieron Gerénimo,
en la tarea, pero la informacién necesaria esta contenida en €l Elliot y Arturo en total?

Variar Altera las condiciones de la tarea Si Ger6nimo, Elliot y Arturo quisieran

conducir la misma distancia, scuantos

kilémetros habria recorrido cada uno?

Cambiar ~ Modifica o agrega informacién que permite encontrar «Cuantas veces tendrfan que cargar gasolina

valores no considerados en la tarea si deben hacetlo cada 100 kilometros?

Fuente: Silver y Cai, 2016 (traduccién nuestra).

Pregunta no matematica
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Figura 4. Resumen de resultados, clasificacion de los problemas propuestos
y porcentajes de las propuestas de nivel mas alto entre la clasificacion.

E = estudiantes, I = profesores en formacion, S = profesores en servicio.
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REsuLTADOS

Resumen de los resultados

La figura 4 nos muestra el resumen de todo el proceso de analisis y clasificacion de
los problemas propuestos. Se agrega, por grupo, el porcentaje que corresponde a los
problemas con un nivel de complejidad alto.

A manera de simplificacién, en tanto los niveles de complejidad de los problemas
propuestos, construimos el diagrama 1, que aproxima los porcentajes de problemas

propuestos por cada grupo ubicados en cada nivel.

Replantear Comparar Variar Cambiar

uoieudisy

uopefay

l

uoRIPUO)

Diagrama 1. Resumen de los niveles de dificultad de los problemas propuestos.

Respuestas de invenciéon de problemas

Los participantes proporcionaron un total de 169 respuestas: 33 de estudiantes de
bachillerato, 101 de profesores en formacién y 35 de profesores en servicio. De estas
169 respuestas, 100% se clasific6 como preguntas matematicas. Por otro lado, los
estudiantes de bachillerato generaron en promedio tres preguntas por participante,

los profesores en formacion, siete, y los profesores en servicio, cuatro.




revista de investigacion educativa de la Rediech
vol. 12 ¢ 2021 ¢ €1201 « ISSN: 2448-8550

Solubilidad matematica

Un total de 165 problemas generados se consideraron matematicamente solucio-
nables. En cuanto a los cuatro problemas clasificados como no solucionables, uno
pertenece al grupo de bachillerato y tres al grupo de profesores en formacion. En lo
que respecta al grupo conformado por los profesores en servicio, todas sus preguntas
matematicas resultaron solucionables.

Por otro lado, la mayoria de los problemas solucionables podria responderse
sobre la base de la informaciéon proporcionada en el nicleo de la tarea. En total, 42
problemas matematicos solucionables (25.4%) podian responderse solo con la nueva
informacién suministrada por los participantes, dando lugar a una relaciéon estructural
semantica de variacion o cambio; de estos, 8 pertenecen al grupo de estudiantes, 33
al de profesores en formacioén y 1 al de profesores en servicio. Un ejemplo de este

tipo de pregunta matematica se observa en la figura 5.

S Gey.'n.-mo +ﬂ|’j° 30 minvie; €én VQ‘WY‘( 50 “m:

-é E“ “l: *"m?ﬁ AV*\".O rc‘w'io L) v;‘.:m*'.’ ‘ . . \ )
(Our el tiemg, en mitdn), 4t le texrepenVewn

?
i Que ‘“C"‘f” Foravon (Arturs ) Efliot 9--6‘";"“") en Vegar 0 S0 e

(O‘.,.‘J ﬂ'lm'o en “)or..)\.

Figura 5. Problema matematico solucionable con nueva informacién suministrada por un profesor en formacion.

Complejidad lingiiistica o sintactica
La complejidad lingtistica-sintactica de los problemas planteados se determiné exa-
minando todas las preguntas elaboradas, en busca de proposiciones de asignacion,
proposiciones relacionales o proposiciones condicionales. De las respuestas obteni-
das en este estudio, 92 de las preguntas involucraban una proposicion de asignacion.
Con respecto a las proposiciones relacionales, estas son involucradas en 46 de las
preguntas matematicas. Finalmente, en cuanto a las proposiciones condicionales,
solo se encontraron 25.

La grafica 1 resume la complejidad lingtistica de los problemas matematicos de
cada uno de los grupos participantes, dependiendo del tipo de proposicion empleada;
se recuerda que el analisis lingtiistico se llevo a cabo sobre problemas solucionables

y no solucionables.
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Griafica 1. Propuestas de problemas matematicos con sus respectivos
niveles de complejidad lingtifstica por grupo de participantes.

Fuente: elaboracion propia.

Complejidad matematico-semantica

Todos los problemas matematicamente solucionables se examinaron para detectar la
presencia de las cinco relaciones estructurales semanticas fundamentales, a recordar:
replantear, comparar, agrupar, variar y cambiar, o combinaciones de estas relaciones.
Usando este enfoque, en la tabla 2 presentamos los 165 problemas matematicos
solucionables clasificados con respecto a la complejidad semantica. Decidimos colo-
car todos los problemas planteados para informacion y analisis del lector, asi como
sombreamos aquellos problemas con mayor frecuencia en cada relacién estructural
semantica.

Como se puede observar, la mayorfa de los problemas planteados no eran se-
manticamente complejos; ademas, hubo una tendencia a que los problemas de mul-
tirrelacion aparecieran mas tarde que temprano en la secuencia de respuesta.

La grafica 2 resume el comportamiento de los problemas matematicos solu-
cionables de cada uno de los grupos de participantes, con respecto a su nivel de

complejidad matematica.
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Tabla 2a. Problemas matematicos y relaciones semanticas por grupo de patticipantes.

Relaciones Preguntas propuestas Est. P. Form. P. Serw.
Ninguna ¢Cuantos kilémetros recortié Gerdénimor
Replantear  ¢Cuantos kilometros condujo Elliot? 4 6 7
¢Cudntos kilémetros condujo Arturo? 7 10
¢Cuantos kilémetros condujeron cada uno? 2
¢Cuantos metros condujo cada personaje? 3
¢Cual es la ecuacién que formula el problema? 2
Convierte los km que recortié Gerénimo a metros. 1
¢Quién condujo 18 km? 1
¢A cuantas millas equivale lo que condujo Arturo? 1
ostrar lo que condujo Gerénimo en cm.
Mostrar lo q dujo G 1
Comparar  ¢Cual de los tres recorrié mas kilbmetros? 2 8 7
:Cual de los tres recorrié menos kilometros:
¢Cual de los t kil tros? 1 4 6
¢Qué porcentaje condujo Gerénimo, Elliot y Arturor? 4
:Cudntos kilémetros condujo Arturo en comparacion con Gerénimo? 1
d ] p
Entre los kilémetros de Elliot y Gerénimo ses la misma distancia que Arturo? 1
:Cudntos kilémetros manejaron Arturo y Gerénimo? 3
d ] y
¢Quién condujo mas kilémetros, o ? (combinacién de personajes) 3
¢Cuanto condujeron Arturo y Elliot? 2
Sia los km que condujo Elliot le restamos los km que condujo Gerénimo, ¢cudntos
kilbmetros son? 2
¢Cudntos kilémetros condujeron Arturo y Elliot mas que Gerénimo? 1
¢Cuantos kilémetros le faltaron a Gerénimo para alcanzar a Elliot? 1
Agrupar :Cuantos kilometros manejaron los tres? 7 12 7
g d
¢Cudl es un cuarto de la distancia recorrida? 1
Variar Si por cada km recortian 2 hora, ¢cudntas horas condujo (personaje)? 3
Si por cada km recortian 7 horas, ¢cual de ellos manej6é mas horas? 2
Si el total de kilbmetros que manejaron los tres los manejaron en 3 horas,
q ] ]
¢cuantos kilémetros manejaron en # horas? 2
Si tardaron 5 horas en regresar, Jcudl fue su velocidad promedio? 1
g d
Si Geronimo ¢en qué tiempo Arturo recortio los kilometros que le correspondian? 1
tard6 30 min ¢qué tiempo tardaron en llegar a su casa? 1
en recorrer 50 km, p ) p -
scudnto tiempo tarda Arturo y cuanto Elliot en recorrer sus
kilémetros? 1
:A qué velocidad viajo Arturo si sabemos que lo hizo en un tiempo de 2 horas? 1
A q J q
Si condujeron a una velocidad constante de 80 km/h.
) el
¢cuanto tiempo les tomo llegar a su casa? 2

Si Arturo condujo a 100 km/h, Elliot  :qué tiempo tardaron en llegar a la casa?
290 km/h y Gerénimo a 95 km/h,

¢cudl es la velocidad promedio de los 3? 1
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Relaciones

Tabla 2b. Problemas matematicos y relaciones semanticas por grupo de participantes.

Preguntas propuestas Est.

P. Form. P. Serw.

Ninguna

Geronimo tardo 2 horas, ¢quién condujo mas rapido?

1

Elliot tardo el triple que Gerénimo squién condujo mas lento?

7 Arturo 9 horas .
y ’ ¢cuantas horas duraron Arturo y Elliot juntos?

Arturo conducia a 30 km/h, Elliot ¢quién condujo durante mas tiempo?

225 km/h y Gerénimo a 20 km/h, ¢quién condujo durante menos tiempo?

1
1
1
1

¢A qué hora llegan a su destino si empiezan a conducir a las 4:00 p.m.
y el auto va a 40 km/h? 1

¢Cudnto serfa el area de un cuadrado, si la distancia total recorrida fuera su perimetro? 1

Cambiar

¢Cuantos kilémetros le habrfa tocado a cada uno si hubieran conducido en partes iguales? 1

Sila suma de los kilémetros conducidos por Elliot y Arturo es
igual al triple de los kilémetros conducidos por Gerénimo y sabemos que

Elliot manejé 80 km mas que Arturo, ¢cuantos kilémetros condujo Arturo?

Si estaban en el km 20 del camino a casa y éste es una linea recta,

¢en qué kilometro se encuentra ubicada la casa?

Durante el viaje pasaron por 4 pueblos para poder llegar a su casa: el primer pueblo
estaba a 90 kilémetros, el segundo a 50 km, el tercero a 60 km y el cuarto a 45 km,
¢a cuantos kilémetros esta del ultimo pueblo a donde ellos tenian que llegar?

Con la condicién de que a Arturo y ¢cuanto condujo cada uno?

Elliot les tocé conducir de nuevo los ¢quién manejé mas kilometros?

mismos kilémetros que la primera vez - -
d P > ¢Qué tan lejos estaban?

Si Elliot hubiera manejado por Gerénimo, ¢cuantos km hubiera manejado Elliot?

U RN R N

Si multiplicamos la cantidad de km que condujo Arturo por 10
y le restamos los km que condujo Gerénimo, ¢cuantos km son?

Si sélo hubieran conducido Gerénimo y Elliot, ¢cuantos km son?

Y si Geronimo condujo 100 km, scuanto condujo Arturo?

¢Cuando conducira Elliot y Arturo si Gerénimo condujera 90 kilometros? 1

¢Cuanto serfa el total de km recorridos entre los 3, si Elliot condujera

una vez mas la distancia recorrida de Geronimo? 1

¢Cuantos kilometros se condujeron durante el transcurso,
si después que condujeron los tres que iban dentro del auto

entr6 otro y condujo la mitad de lo que condujeron los tres primeros? 1

¢Cudntos kilémetros conduciria Elliot si manejara 5 veces lo que manej6é Arturo? 1

¢Cudnto conducira Arturo si Elliot condujera el cuddruple de Gerénimo? 1

32

98

35

Fuente: elaboracién propia.
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Grafica 2. Problemas matematicos solucionables con sus respectivos
niveles de complejidad matematica por grupo de participantes.

Niveles de complejidad lingiiistica y semantica de las preguntas planteadas

Un numero reducido de los participantes pudo generar problemas matematicos
complejos sintactica y semanticamente (con relaciones estructurales de variacion o
cambio y usando proposiciones de relacion o de condicion). Los porcentajes de cada
grupo fueron: 18.36% de las producciones de los profesores en formacion; 15.62%
de las producciones de los estudiantes, y solo 2.85% de los profesores en servicio
tienen estas caracteristicas de complejidad. Ahora bien, en la tabla 3 se muestran
algunos ejemplos de problemas planteados por los participantes, los cuales estan
dispuestos con respecto a su nivel de complejidad semantica y complejidad lingtifstica.
Los recuadros que aparecen sombreados hacen referencia a ejemplos de problemas
complejos tanto sintactica como semanticamente.

Por otro lado, en la grafica 3 observamos como se distribuyeron las producciones

de cada grupo de participantes.




revista de investigacion educativa de la Rediech
vol. 12 ¢ 2021 » €1201 ¢ ISSN: 2448-8550

17

Tabla 3. Ejemplos de problemas matematicos planteados por los

participantes y organizados con respecto a su complejidad semadntica y linglistica.

Compejidad Compejidad
semantica lingtiistica
Relacion
estructural Proposicion Proposicion Proposicion
semantica de asignacion de relacién de condicion Total
Ninguna ¢Cuanto condujo Gerénimo?
E:6.25% E: 6.25%
Replantear ¢Cuanto condujo Mostrar lo que condujo
Arturo/Eliot? Gerénimo en cm.
E:34.38% E: 34.38%
F:19.39% F:6.12% F: 25.51%
8:34.29% S: 34.29%
Comparar Sialos km que condujo Elliot
le restamos los km que
¢Qué porcentajes condujeron ¢Cudl de los tres condujo Gerénimo,
Gerénimo, Elliot y Arturo? recorrié mas kilometros? ¢cuantos kilémetros son?
E:9.38% E: 9.38%
F:6.12% F:16.33% F:6.12% F: 28.57%
S$:5.71% 85:37.14% S: 42.85%
Agrupar ¢Cuantos kilometros
manejaron los tres?
E:25% E: 25%
F:12.24% F: 12.24%
85:20% S: 20%
Variar Si tardaron 5 horas en Si por cada km ¢A qué hora llegan a su destino
regresar, ¢cudl fue recorrfan 7 horas, ¢cual si empiezan a conducir a las
su velocidad promedio? de ellos recortié mas horas?  4:00 pm y el auto va a 40 km/h?
E:6.25% E: 6.25%
F:10.2% F:7.14% F:5.1% F: 22.45%
S:2.86 S: 2.86%
Cambiar Con la condicién de que a ¢Cuanto setfa el total de
Arturo y Elliot les tocé conducir km recorridos entre los 3,
Y si Geréonimo de nuevo los mismos kilémetros si Elliot condujera
condujo 100 km, que la primera vez, una vez mas la distancia
¢cuanto condujo Arturo? ¢quién manej6é mas kilémetros? recorrida de Geronimo?
E:9.38% E:6.25% E:3.13% E: 18.76
F:5.1% F:2.04% F:4.08% F: 11.22%
Est. 75% 15.63% 9.38% 100%
P. Form. 50% 28.57% 21.43% 100%
P. Serw. 54.29% 42.86% 2.86% 100%
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Grafica 3. Problemas matematicos solucionables con sus respectivos
niveles de complejidad lingiifstica y matematica por grupo de participantes.

Relaciones entre las preguntas planteadas

Este analisis se centré en examinar las posibles relaciones entre las respuestas que
develarfan aspectos estratégicos del pensamiento que los participantes pudieron tomar
al plantear sus problemas. Asi, los conjuntos de respuestas simétricas eran aquellas
que no reflejaban relaciones entre las preguntas propuestas; es decir, solo variaban
ligeramente algun dato, pero esencialmente la pregunta era la misma, por lo que el
nivel de complejidad es el mismo.

Otro tipo de relacion es evidente cuando la segunda o tercera respuesta planteada
requiere del uso de informacion derivada de la solucién de una pregunta planteada
anteriormente, se les consideran preguntas encadenadas. Cabe sefalar que al resto de
las preguntas las consideramos no relacionadas. En la tabla 4 mostramos ejemplos
de cada tipo. Asi, parece evidente que en el caso de preguntas simétricas el nivel de
complejidad es equivalente en cada caso, mientras que en las preguntas encadenadas
el nivel de complejidad aumenta en cada pregunta, y en las preguntas no relacionadas
el nivel de complejidad puede variar, aunque no en un orden predecible.

Las preguntas simétricas estaban en conjunto de dos respuestas. Las preguntas

encadenadas se encontraban en conjuntos de tres.
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Tabla 4. Preguntas encadenadas, simétricas y sin relacion.

Estudiantes Profesores en formacion

Profesores en setvicio

Conjuntos de preguntas simétricas

30% 6.6% 55.6%
¢Cual de los tres recorrié mas kilémetros?
¢Cudl de los tres recorrié menos kilometros?
Conjuntos de preguntas encadenadas
20% 26.6% 44.4%
¢Cuantos kilometros manejé Arturor
¢Cuantos kilometros manejé Elliot?
¢Cuantos kilémetros viajaron en total entre los tres?
Conjuntos de preguntas sin relacion
50% 66.8% 0%

¢Cuantos kilémetros condujo Arturo?
¢A qué equivale un cuarto de la distancia recorrida?
¢A qué hora llegan a su destino si empiezan a conducir a las 4:00 p.m. y el auto va a 40 km/h?

DiscusioN

Sobre las preguntas propuestas y solubilidad matematica

Es claro que el hecho de que los profesores de este estudio sean de matematicas, en
contraposicion a las producciones de profesores de nivel basico (primaria y secun-
daria), facilit6 la claridad sobre lo que es un problema matematico, ya que el 100%
de las propuestas se clasificaron como tales; sin embargo, hay que destacar que lo
mismo sucedid con los estudiantes de bachillerato, lo que podtia ser indicio de que
este alto nivel de éxito esta derivado de la primera fase de los talleres impartidos, en
la cual se habla de los problemas matematicos y sus caracteristicas.

Los estudiantes de bachillerato generaron tres preguntas matematicas solucio-
nables por participante; los profesores en formacién generaron un promedio de 7y
los profesores en servicio 4 preguntas cada uno. Esto puede estar relacionado con
que algunos estudios ponen de manifiesto que la invenciéon de problemas es una
caracteristica de la actividad creativa y, como Ellerton y Clarkson (1996) indican, la
dificultad que los adultos experimentan en el planteamiento de problemas y con las
preguntas abiertas probablemente es un legado de su época escolar. Por ejemplo,
Silver (1994) estudi6 la creatividad en un grupo de estudiantes y valoré la fluidez de
acuerdo con el nimero de problemas planteados; la investigacion concluye que existe
una relacion positiva entre la habilidad para proponer problemas, el grado de creati-
vidad y el talento matematico. De modo que los profesores en formacion se vieron
mas aventurados al plantear un mayor nimero de preguntas, aunque también fueron

quienes proporcionaron un mayor numero de preguntas no relacionadas entre si. Por
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el contrario, los profesores en servicio fueron cuidadosos al momento de proponer
preguntas simétricas o encadenadas; esto ultimo es coherente con lo sustentado
por Crespo (2003), quien encontrd que los profesores, previo a una intervencion,
consideraban al momento de crear un problema que este fuera facil de resolver, asi
como que resultara familiar para el estudiante, por lo que proponer preguntas con
estructura parece adecuado.

Dicho lo anterior, nuestros resultados estan en contraposiciéon con lo que Crespo
(2003) y Crespo y Sinclair (2008) mencionan, a proposito de que sus investigaciones
han mostrado que cuando se pide que generen un problema matematico, tanto los
profesores en servicio como profesores en formacién generan problemas que son
predecibles, poco exigentes, mal formulados e insolubles; incluso agregan que cuando
los maestros tienen acceso a planes de estudio basados en ciertos estandares, ellos
tienden a transformar problemas potencialmente ricos y valiosos en formas que

reducen su demanda cognitiva.

Sobre la complejidad lingiiistica de las preguntas propuestas

La investigacion revela que los estudiantes de diferentes edades tienden a construir
problemas familiares de un solo paso, es decir, problemas que involucran una res-
puesta rapida y precisa y que reformulan los problemas existentes en formas que
reducen en lugar incrementar el nivel de complejidad de las matematicas involucradas
o requeridas por el problema (Crespo, 2003; Crespo y Sinclair, 2008; Gonzales, 1994;
Silver y Cai, 1996). Nuestros resultados muestran que esta caracteristica se presenta
también en profesores en formacion y en servicio, ya que un alto porcentaje de las
propuestas son de asignacion.

Los profesores en formaciéon fueron quienes hicieron el mayor nimero de
propuestas con proposiciones de relacion y condicion; es decir, estas resultaron ser
lingtifsticamente mas complejas, aunque como hemos mencionado previamente, estos
profesores fueron también quienes se aventuraron a proponer un mayor numero de
preguntas por participante, en contraste con los profesores en servicio, de los cuales
solo una de las preguntas utilizé una proposicion de condicién. A propésito de lo
anterior, pensamos que la experiencia en el aula puede interferir con la complejidad
de las propuestas, al tener presente la familiaridad y la complejidad que los estudiantes
pueden enfrentar.

Con respecto a los estudiantes de bachillerato, pensamos que hacen proposicio-
nes de relaciéon y de condicion en funcién de lo que ellos mismos pueden resolver, y
aunque la l6gica parece la misma, los profesores pueden estar subestimando las habi-
lidades que los propios estudiantes reconocen en ellos. Sin embargo, la investigacion
muestra que cuando se solicita que los maestros piensen y planteen los problemas que

esperan que sus alumnos proporcionen en una situacion dada, las predicciones de los
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maestros sirven para proporcionar una ventana a su propia capacidad de comprender
el pensamiento matematico de sus estudiantes (Cai y Hwang, 2019).

Lo anterior revela que el desarrollo profesional adecuadamente orientado puede
ayudar a los maestros a participar en la elaboracién de problemas mas productivos
y valiosos y que incluso cuando los estudiantes y los maestros plantean problemas
matematicamente validos, los problemas pueden no ser de alta calidad. Para abordar
este problema, Cai y Hwang (2019) han investigado las condiciones que ayudan a
los maestros y estudiantes a plantear mejores problemas, sugiriendo que la clave en
esta area es la importancia de la exploracion. Por ejemplo, Koichu y Kontorovich
(2013) encontraron que combinar la exploracion y la resolucion de problemas con la
presentacion de los mismos, ayudo a los futuros maestros a plantear problemas mas
interesantes; asimismo, destacan un factor importante para ayudar a los maestros a
convertirse en presentadores de problemas mas efectivos: involucrarlos en contextos
matematicamente desafiantes. L.a necesidad de plantear el problema crece natural-
mente como parte de la tarea pedagdgica mas grande, y si el contexto matematico y
el contenido son desafiantes, entonces es mas probable que los maestros planteen

problemas que valgan la pena.

Sobre la complejidad matematica

En su estudio, Cai y Hwang (2019) encontraron que el tipo de problemas propuestos
por estos profesores es semejante a las propuestas de estudiantes de secundaria repor-
tados en Silver y Cai (19906). Especialmente en el caso de los maestros en formacion,
la distincion entre la presentacion problematica de los estudiantes y la presentacion
problematica de los maestros a menudo es confusa. Asi, nuestros resultados son se-
mejantes a esta afirmacion; de hecho, las preguntas “;Cuantos kilbmetros manejaron
los tres?”, “:Cuantos kilémetros condujo Arturo?”, “:Cuantos kilometros condujo
Elliot?”

menos kilémetros?” fueron planteadas frecuentemente en los tres grupos. Esto puede

, “¢Cual de los tres recorrié mas kilometros?” y “:Cual de los tres recorrio
deberse a que la actividad propone todas las condiciones para resolver estas preguntas,
que suelen ser bastante simples.

Los estudiantes de secundaria (Silver y Cai, 1996) proponen preguntas semejantes
a nuestros resultados, con la tendencia de muchos estudiantes a generar secuencias de
problemas encadenados que se convirtieron de problemas relacionados mas simples
a mas complicados; en contraste, los estudiantes de bachillerato de nuestro estudio
siguen una tendencia a presentar problemas no relacionados. A la luz de nuestro
marco teorico, esto no significa que el nivel de complejidad lingtifstica y semantica
de estas producciones sea mas bajo, pero si menos organizado. Este hallazgo acerca
de los problemas relacionados generados se muestra bastante interesante, puesto que

una investigacion previa realizada por Ellerton (19806) sugirié que la generacion de
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problemas bien planificada era una caracteristica de los estudiantes de matematicas
de alto rendimiento, sin embargo, estaba ausente en gran medida en los estudiantes
de bajo rendimiento. Solamente un profesor generd un problema complejo sintactica
y semanticamente, lo que se asocia con que los profesores de matematicas raramente
piden a sus alumnos que propongan problemas e incluso ellos rara vez se enfrentan

a esta actividad.

Alcances, limitaciones y futuras investigaciones

Los resultados de este estudio sugieren procesos probables de planteamiento de
problemas, pero los datos no permiten un analisis definitivo del pensamiento de los
sujetos a medida que generan sus secuencias de problemas. Serfa interesante saber,
por ejemplo, si los participantes tenfan el problema final en mente como el problema
objetivo y si simplemente escribieron primero los problemas mas simples, tal vez como
resultado de la experiencia educativa, o silos problemas mas complejos surgieron de
sus problemas en aula.

Asi, una de las limitaciones encontrada en la investigacion anterior es el hecho
de que a los participantes no se les pidié que resolvieran sus problemas matematicos,
port lo cual no se reconoce si podian o no hacerlo. Agregar actividades de resolucién

de los problemas planteados podria ser atrayente para futuras investigaciones.
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